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SUR LES REPRESENTATIONS UNIFORMEMENT BORNEES
ET LE THEOREME DE CONVOLUTION
DE KUNZE-STEIN
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(Received December 12, 1979)
Le but de ce travail est de construire des representations uniformement
bornees des groupes de Lie semi-simples non compacts et de montrer comment
en deduire aisement le theoreme de convolution de Kunze-Stein pour les groupes
de Lie semi-simples de rang un.
Nous montrons directement que certaines fonctions sont des multiplica-
teurs sur les espaces de la serie complementaire. Ce qui nous semble interes-
sant en soi, compte-tenu de certains espaces consideres par Folland et Stein
sur les groupes de Lie nilpotents (voir [2]) et un theoreme de Strichartz sur
les espaces £r« (voir [10]).
Le dernier theorέme de cet article complete, le theoreme 2 de Γarticle
[1] pour les groupes de rang un.
1. Preliminaire
1. Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe, de centre fini, non
compact. On considere une decomposition d'lwasawa G—KAN.
Dans un premier temps, on suppose que la dimension de A est egale a un.
On note <?
Λ
, resp. S2a> l
e
 sous-espace radiciel, pour la racine positive a de
dimension/), resp. 2α, de dimension q.
Soit ρ=(pa+2qά)/2 la demi-somme des racines positives comptees avec
leur multiplicite. On note V le sous-groupe oppose a N par Γinvolution de
Cartan. V s'identifie a RpχRq par Γapplication exponentielle et la mesure de
Haar sur V est la mesure dX dY.
Soit B=MAN oύ M est le centralisateur de A dans K. Alors presque
tout g&G s'ecrit g=bv, b^B9 v^V. Pour tout g^G, on note b(g) la com-
posante de g dans b. Soit w le seul element non trivial du groupe de Weyl de
G.
On note μ le caractere μ(<z)=e2p[IogC(β)] de A qui s'etend comme d'habi-
tude en une fonction mesurable sur G. Par la suite on notera, pour tout v e V>
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2. Pour tout 0</?<1, on considere Γoperateur d'entrelacement:
oύ/est une fonction de classe C™(V) et:
_ T>(p+q)T[(p+2g)βl2\Γ[{(p+2q)β+p}l4]
Γ est la fonction speciale classique.
On sait alors que Papplication β*-^[Q(β)f](v0) definie & priori dans la bande
0<Reβ<l, s'etend en une fonction meromorphe dans le plan complexe telle
que:
Q(-β)Q(β)f=f.
On sait par ailleurs que si 0</3<l/(/>+2g), 1'oρerateur Q(β) est defini
positif: pour toute/eC7(F),
Pour toute/eC7(H on pose:
et on note M±β(V) le complete de C~(V) pour la norme ci-dessus.
On definit une representation unitaire π±β de G sur <^ίβ par la formule:
V/e^±β, π±β(g)f(v) = {μ[b(vg)]}^'2f[g(v)] ou vg = b(vg)g(v} .
3. Par ailleurs, on peut voir, d'apres la formule 2 que la forme sesquilineaire
f(v)g(v)dv identifie M+β(V) au dual de M^(V) et que:
(v)s(v)dv I < [<Q(-β)f,f>]1/2L<Q(β)g> g>Y'2
Les resultats decrits ci-dessus sont implicitement contenus dans [5] et
demontres dans un preprint non public de R. Lipsman. Nous les etudierons
aussi en detail dans un travail en preparation.
Dans toute la suite k designera une constante absolue.
Pour etablir le resultat principal de ce travail, il nous semble utile d'intro-
duire les espaces de Lorentz.
La notion de rearrangement decroissant d'une fonction sur un espace
mesure est classique en analyse; on pourra consulter le livre classique de E.M.
Stein et Weiss ([11] page 189).
DEFINITION. Soient /: V\->C une fonction mesurable et /* sa rearrangee
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decroissante. Soit (r, s) un couple de nombres reels
On note L
rs
(V) Γespace des functions / telles que:
ii/ii;.. = wo ΓVrwrf <+Jo t
quand l<r< + oo, !<$<oo, et
quand l<r<oo, $=-f-oo.
Nous voulons prouver le premier lemme suivant:
Lemme 1. On pose r
β
=2/(l— /3); ίozί / w/ί£ function de M_&(V} alors:
Preuve du lemme.
La demonstration de ce resultat est une consequence de Γassertion suivante:
Soit α>0 et soit E<,= {v<=V, μ(l-^/2[b(vw)]>a} alors la mesure \E
Λ
\ de E
Λ
 ne
depasse pas Λα~1/(1"3).
Si Γon identifie V a RpχRq par Γapplication exponentielle, pour une
constante c bien choisie, d'apres [9],
On identifie J?
Λ
 a son image reciproque par Γapplication exponentielle.
Alors (X, Y)^E
Λ
 si et seulement si
Par consequent:
2Soit s
β
 = - , d'apres le thόoreme de [Hunt (voir [4]), il existe une con-
1 « /J
stante k telle que pour toute/eCΓ(F)»
Par ailleurs, on sait que LSβ2(V) est Γespace dual de Lrβ)2(V) d'apres [4];
il s'en suit que:
\<β(β)g,g>\<k\\g\\l,St2,
F).
La remarque 3 du preliminaire permet alors de conclure.
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Proposition 2. Soit φ\V\-*C une function mesur able et bornee\ on pose:
ou 0</3 est un nombre reel < .
p+2q
Si Φ est dans L1/βt00(V)y φ est un multίplίcateur de ^ίβ: ίl existe une const ante
k>0 telle que pour toute f dans Jί
β
, φf appartίenne a M$ et
Preuve de la proposition.
La preuve de cette proposition decoulera de Γexpression locale de la norme
cΛ.β.
Expression locale de la norme dans M.$.
Soit z;=exρ X exp Y, X<=S.
a> Y^S.2Λ.
Soit/ une fonction C°?(V), trouvons une expression locale de la norme de
/dans M.β.
Soit N un entier assez grand pour que le support de / soit contenu dans
S={v, \v\ tζ N} et tel que si v1 et v2 sont dans !e support de/, vvϊl^S. On
note %
s
, la fonction caracteristique de S.
Exprimons:
Iv Iv
et 72 sont de meme nature, ainsi que 73 et 74.
= I,= H/Hi2(v)
ll/lli -
dXdY
II s'en suit que:
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<β(β)f,f> = --4-ΓΓ ί ί
Zy J J
Montrons que la fonction, en la variable is:
I /(*>)-M) I Vv J v
est analytique dans la bande \Rez\ <— - — soit δ>0.
jf>+ 2?
Coupons I(z) en deux morceaux:
= JL( (
γ ^ JFJ(c 2ιuιι 4+d
I /(exp JΓ exp Y exp ί/)-/(exp £7) |
%
s
(exp X exp
, 1 f f I /(exp ^Γ exp Y exp ϋ)-/(exp t/) | 2
7(«) JFJ(
c
2
ι^ιι
4+
c
| irιι2)>δ4 (ί2||^||4+ί:||F||2)^+2ί)(1+2)/4
X
s
(expXtxpY)dXdYdU
Pour prouver que I1 est analytique, considerons 0<£<δ; il suffit de voir
que la fonction
/(*)= J_( f [/(exp JTexp Fexp ϋ)-/(exp
Ύ(^) JFJ8<(c2ιuιι4+,ιιrιι2)1/4<δ
%s(exp JΓ exp
est analytique dans cette bande et que pour tout 0</30< — - — , il existe unep+2q
constante k ne dependant pas de £ , telle que
I /,(#)!< A, pour tout z\ \Rez\<βQ,\Imz\<βQ.
Car le resultat a prouver decoulera de la formule de Cauchy et du theoreme
de convergence dominee de Lebesgue.
On note V/le gradient de/ et Γon remarque que:
Fexp E/)-/(exp U)\
II est clair que Γ integrant dans 7
ε
 est non nul si et seulement si U est dans un
compact fixe, R qui ne depend pas de 8. Par ίdlleurs pour tout #, \Rez\</309
si δ a ete choisi assez petit,
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k2 f f dXdYdU\H~\\
+^
Puisque - - est une fonction continue dans la bande consideree, on voit
bien que |/t(*)| <,#'. On a d'ailleurs prouve que lim/β(#) vaut /^s), puίsque8->0
Γintegrant est majore par une fonction integrable, d'apres le theoreme de con-
vergence dominee de Lebesgue. II est facile de prouver Γanalyticite de I2 dans
la bande consideree.
Par prolongement analytique, on voit que:
:^
/2||/lli
3. Montrons que φ est un multiplicateur de 3ί$.
Pour cela, il suffit de prouver que φ est un multiplicateur de M-$. Soit
/une fonction C~(V), il faut estimer <\Q(—β)φfJ φfy—llφfll2^ β> choisissons
un N assez grand, adapte au support de/comme dans la premiere partie et con-
siderons Γexpression:
~2 s^) 11
qui est visiblement dominέe par:
~ ΐ
Mais /eL2/α-β),2 d'apres le lemme 1, par consequent l/|2s^ι/(ι-β> i ce
qui prouve bien que
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d'apres la dualite ZΊ/^CO, A/α-β),ι
d'apres Γexpression locale de la norme dans M-β.
Pour terminer la preuve de la proposition, il suffit de prouver le:
Lemma 3. Soίt f une fonction mesurable sur V, a support compact. On
suppose qu'il existe N>0 grand par rapport a la tattle du support deftel que IN(β)f
soitfinie et infέrieureά une constante k. Alorsf est dans <4ί_β et sa norme ne depasse
pas k.
Preuve. La preuve de ce lemme decoulera d'une regularisation standard.
Soit A8 une approximation de Γunite de L1(V)y avec h^C~(V). Comme
N est grand par rapport au support de/; on peut supposer que pour tout £>0,
le support de/*λ
ε
 est contenu dans {v, \v\ <Λf}.
Puisque ||/*A
ε
||2^ll/ll2> ϋ suffit de contrόler la seconde quantite qui inter-
vient dans la definition de IN(β)(f).
D'apres la formule de Plancherel, pour une certaine mesure γ sur K, on a:
Comme - <0 pour 0</3< - , on voit bien que
D'autre part, comme /*Ag est de classe C~(V), Γexpression locale de la
norme dans c#_
β
 prouve que la norme de /*/rg dans M_p vaut IN(β)(f*h<,). Par
passage a la limite, on voit bien que /est dans JH_.
β
 et que sa norme ne depasse
pas k.
Deduisons de cette proposition le:
Corollaire 1. Soit φ: V-*C une fonction continue, pour tout £>0 et tout
v=exp X exp Y, on pose φj(v)—φ(exp εX exp 62Y).
Si φ est une fonction de la classe C™(V) alors <p
e
 est un multiplicateur de
* I I \\JCS est ^a norme Hubert-Schmidt.
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c^β, I β I < !/(/>+ 2*7), dont la nor me ne de passe pas une const ante absolue kQ indέpen-
dante de 6.
Preuve. Estimons:
Soit Eφ={v^Vy φ(v)= 0} et soit kφ la borne superieure des pseudo-
normes \v\ lorsque v parcourt E
φ
 Soit k tres grand devarit k
φ
.
a) Etudions la fonction Φ.
1) Pour cela posons, quand |#|<&:
t\v\>\x\
Alors:
et:
\v\<\x\
I φ(xv)—φ(x) \2{μ[b(vw
Oύ k
λ
 et k{ sont des constantes absolues.
Par ailleurs d'apres la formule des accroissements finis,
\φ(m)-φ(x)\<kϊ\V\\\Vφ\\» .
Par consequent:
l»KI*l
2) Si | Λ T | >Λ, 9>(Λί)=0, car k est grand; il reste a estimer:
Pour que φ(xv) Φθ, il faut que xv soit dans le support de φ et si Γon a choisi
assez grand, on va voir qu'il existe une constante &3>0 telle que \v\ ^k3\x\.
En eίfet, on sait d'apres [5] lemme 7, qu'il existe une constante k'3 telle que
f\xv\\<p+29>
 f \v\ d,
\ \x\ 1 ^ 3 | Λ ? |
De deux choses Γune:
(i) M>|*|; ii) | v | < | Λ r | .
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Sous la seconde hypothese, puisque k
φ
 est tres petit devant k,k"=
l-(k
φ
/k)p+2« est positif et (ki'lkξ) \x\*ζ\v\. Soit k3 le minimum de k'3'lk'3 et 1
on voit facilement que \v\ >k3 \x\.
II s'en suit que:
1 et 2 prouvent que Φ(x)^k5\x\~β(p+2g) pour tout x different de Telement
neutre 1 de V.
3) Un calcul elementaire montre, grSce a 1 et 2 que Φ est dans L1/β <*>(¥) ',
par consequent φ est un multiplicateur de M$(V) d'apres la proposition.
b) Pour terminer la preuve du corollaire, il reste a voir que la norme dans
L1/β ^(V) de la fonction:
Φf(*)= J
est dominee par une constante independante de 6.
Soit v^Vy v=exρ X exp Y, alors il est facile de voir que:
Φ
ε
(exp X exp Y) =
Comme Φ est dans L^^V), il est facile de verifier, a partir de la formule
ci-dessus, Γassertion que nous voulons prouver.
Corollaire 2. Soit t un nombre reel, alors la fonction Ψt, Ψt(v)=μit[b(vto)]9
est un multiplicateur de
Preuve. Montrons que la fonction
est dans L1/β ^(V) et appliquons le resultat de la proposition.
Soit s un nombre reel que nous choisirons aussi grand que nous voulons.
Soit k'z la constante donnee par le lemme 7 de [5] : pour tout couple (vy x) de
points dans V tels que M<|#|, la valeur absolue de 1— (\xv\/\x\)p+2q ne
depasse pas k'3 \ v \ / 1 x \ .
Distinguons deux cas:
i) \t\ <l/(p-5r2q), nous allons decomposer Ψt en deux morceaux:
f t|»|<(ιo
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ii) |*|>l/(/>+2?),onpose:
( I MJHO-'M*) I
Jlfl>{ιo- l*l)/U8'W<*+2ί»
+
A de legeres modifications pres, i se traite comme ii; nous nous occuperons
seulement de ii. Pour cela nous ecrirons ψ
ί
=/1+/2 oύ chaque terme a une
definition evidente d'apres le decoupage ci-dessus.
Si Γon choisit s assez grand, on peut supposer, dans /j que |v|< |*|/4; il
est alors facile de verifier que:
Iι(x) <k6\t\2{ Γlog f J^iY +2f 1 2μ1V
 '
 6I
 ' Jl.l<{ιo-U|}/ίVClίl)Cί+2g)}L \\X\S J\X\
ί i ί r
Le passage de Γavant derniere ligne a Γinegalite ci-dessus resulte du fait
Log(l+u)<ki'\u\,ά M<l/4.
Nous avons Γinegalite suivante d'apres [5]
Par ailleurs, on a une inegalite analogue pour /2.
II s'en suit que pour tout x different de Γelement neutre de
Par consequent Ψί est dans L1/βt00(V)y ce qui termine la preuve du corollaire.
Remarquons qu'il est facile de voir que la norme de Ψ/ comme endomor-
phisme de M
β
 ne depasse pas k7(ί+ \ t \ γ<*+**M.
Pour enoncer le dernier resultat de cette partie nous aurons besoin de la:
DEFINITION. Soit g un point de G et soit z un nombre complexe. On defίnit
un operateur πz sur les functions C™(V) par la for mule:
oύ vg=b(vg)g(v) est la decomposition indiguέe au paragraphe 1.
REMARQUE. Comme la decomposition G=MANV n'est pas, en general
vraie, pour tout vg, nous adoptons ici la convention classique (voir [5]).
Nous avons le resultat suivant:
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Th£or£me 4. Soit z=β-}-it, avec 0</3<l/(£+2#), alors πz est uniforme-
ment bornee sur Jfίβi il exίste une constante k>0 telle que:
Preuve du theoreme.
Ce thόoreme est une simple consequence du corollaire 2. En effet, nous
allons voir que τrβ+it est une representation uniformement bornee sur <&β(V)
si et seulement si Ψt est un multiplicateur de Jttp(V) ou ce qui revient au meme,
si π
β+it(zuv) est un operateur borne sur Mβ(V). Pour cela, nous reprenons un
argument de R. Lipsman.
1) Soit B=MAV, alors la restriction de π
β+iί a B est unitaire.
a) Si g^V, b(vg) est 1'element neutre de MAN, pour tout v^V\ par
consequent, π
β+it(g) vaut Γoperateur unitaire πβ(g) sur M$ de Γintroduction.
b) Si g^M, πβ+it(g)=ftβ(g) et on a encore un operateur unitaire sur <4i
β
.
c) Si g=d^A, pour tout v<=V, b(vg)=d, π
β+it(g)=eitlogWπβ(g); on a
alors la meme conclusion qu'en a) et b) puisque |e'n°g(έ/)|=l.
2) D'apres la decomposition de Bruhat, G=B \jBwB: Γassertίon a prouver
est alors une simple consequence de 1).
REMARQUES.
a) On deduit facilement du thόoreme, d'apres la dualite (<4ίβ, ^_
β
) que
b) D'apres un resultat non public de R. Lipsman, ce theoreme prouve
aussi Γexistence des representations uniformement bornees pour un groupe de
Lie semi-simple, non compact quelconque, non equίvalentes a une representa-
tion unitaire. Nous rentrerons dans les details dans un autre article.
2. Construction d'une famille analytique d'operateurs
Nous nous proposons de construire une famille analytique d'operateurs,
pour obtenir des estimations L
r
 des coefficients d'une des representations de la
serie principale.
Pour cela nous aurons besoin des:
1°) Notations.
Soit S
n
={v&V, \v\ <«} soient %° la fonction caracteristique de S
n
 et X
Λ
celle de S
n
 Sή1. Soit 0<β<—-—.
p+2q
On pose μ
n
(v)=μ(l~β)/2[b(vw)]X
n
(v) et pour toute /eL2(F), on definit
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Remarquons alors que:
i) Si / est λ support dans S
n9 <Knf,f>=<fl(β]f,f>>Q.
ii) Soit r
ε
 une approximation de Γunite, C~(V),
Comme lim \\μ
n
*rz — μn\\ι (F)— 0, n est clair que Kn est un operateur com-
ε->o 1
pact dans L2(Sn).
ni) II s'en suit qu'il existe une base orthonormee {φ} de L2(Sn) et une
suite α/ de nombre strictement positif (car K
n
 est positif) tel que: pour toute
oύ les #/ sont les coefficients de / par rapport a la base
2°) Pour tout z, dans la bande \Rez\<β, on definit Γoperateur 7^^ sur
L2(V) par la formule:
2.1 ΛΓ:/(ι;) - Σ apawM oύ
 Λ/ = ( f(v)φ,(v)dv .o Js
Λ
Soit A: V-+C une function CΓ qui vaut 1 sur un voisinage de Γelement
neutre de V, a support contenu dans {v, \v\ <!}.
On note B
n
 Γoperateur de multiplication par la fonction
A
Λ
(exp ^exp F) = λfexp — ^ exp — F\
V n n2 J
Pour eviter des verifications fastidieuses et inutiles par la suite, posons:
oύ les a i sont definis comme precedemment (2.1).
r, definissons
-z/2
oύ πz est la representation definie precedemment.
Nous prouverons alors le:
Lemme 5. Pour tout couple (Uly U2) de functions de L2(V), ^Rzm>n(g)U^ ?72>
est une fonction analytίque dans la bande \Rez\<β et
Sup
g^G
Preuve. Nous remarquerons d'abord que pour toute fonction / a support
dans S
n
,
\\K^it)l2f\\2 =11/11^; \\W+ίt)/2f\\j(
β
 = \\f\\2
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Alors Γapplication f\-*Kή(β+it)/2f est une isometric de L2(Sn) sur le sous-
espace de <4ί
β
 constitue des functions a support dans S
n
. L'application duale
est done une isometric de ce sous-espace sur L2(Sn), mais ce n'est autre que
jζ -O+tθ/2. p
ar
 consequent pour toute / a support dans S
n
, nous avons:
Pour prouver le lemme, il suffit, d'apres la construction de Rz
m>n(g) de con-
m >n
siderer le cas oύ U1= Σ
 a
ιΨh ^2—
Pour prouver Γanalyticite de ^.Rm,
n
(g)U^ ?72>, il sufEt de le montrer pour
U1=φ0ί U2=<pι par exemple. Comme φi est fonction propre de Kn elle est
2
dans LS(V) pour tout s< - - = rβ. Par ailleurs
= L
L'analyticite de cette fonction resulte simplement du fait que φ
et de la definition des representations πz.
Passons a Γestimation de ^Rm^g^U^^^ pour cela nous posons:
Si z=-±-β-\-it d'apres le theoreme 4 et la remarque du debut de la preuve:
oύ k
Ύ
 est une constante absolue.
Par consequent d'apres le lemme de Fragmen-Lindelof, pour tout z
ce qui termine la preuve du lemme.
Estimation du coefficient de τr0.
On se propose de prouver la:
Proposition 6. Tout coefficient de τr0 est dans Lr/(G), pour tout r'>2.
Preuve. 1°) Soit
C(ίf) = -
la fonction dΉarischandra. II est facile de verifier d'apres le comportement
asymptotique de la fonction Γ que |C(it) | .-'2>ft11\p+ 2«+ l(l+ {t^'1 (voir [8]).
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2°) Soit/une fonction de Z^G), on definit un operateur /
m n
(z) sur L2(V)
dans la bande |lfe,3r| </8 par la formule:
i, u2y = \ <R'm,,(g)u1, u2>f(g)dg.JG
<ιβ. (ar)^if 2^> est visiblement une fonction analytique de #; de plus Pestima-
tion precedente montre que la norme de/,,,
 n
(z) sur L2(V) ne depasse pas
2.1
Par ailleurs pour toutef^L1(G)nL2(G)9 notons:
J G
Alors par construction des operateurs /Zi.β, nous avons Γinegalite:
D'apres la formule de Plancherel spherique [12] ceci entraine la majoration:
2.2 5^jίi'wv+iίiπιΛ..(*)ii!^
<* £jc<a)HiΛ^
Soit T un operateur sur un espace de Hubert H\ soit T* son adjoint; pour
tout nombre l<r<co, on note \\T\\lr la trace de Γoperateur (ΓT*)r. L'etude
des operateurs dont la r norme est finie est esquissee dans [6]. On pose l/r'=
l-l/r.
D'aprέs le theoreme 4 de [6], les inegalites 2.1 et 2.2 montrent que pour
tout l<r<2, on peut trouver α0, β0 et δ, avec —β<a0<Q<βQ<β tels que
pour toute fonction/ de L
r
(G) on a les estimations:
ΓΊlΛ
J -00
oύ A! et ΛI sont des constantes.
II s'en suit que pour tout couple Uly U2 de functions dans L2(V) la fonction
Ψ
mtn(z)=<Jm n(z)U19 t/2χi+s)δ, qui a une croissance admissible satisfait les
inegalites:
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et i*. n(β,+ty\''*<kΐ\\f\\ϊ\\ul\\f\\uί\\fJ -00
Par consequent d'apres Kunze et Stein [6 lemme 26]
Alors ζRi.*(g)U19 C/2> est dans Lr'(G) pour tout r'>2 et sa norme ne
depasse pas Aί l l t/ i
II s'en suit que
RSttJ(g)Ul9 C/2> = (KltB^π^B^U,, C72>
»->00
est dans L
r
'(G) est que sa norme ne depasse pas:
Par ailleurs si U1 et U2 sont deux functions C~(V), on peut trouver m assez
grand tel que:
<K°
m
B
m/2π0(g)Bm/2Ul9 U2y = <π0(g)Ult
<^r0(g)Ult C/2> est dans Lr/(G) pour tout r'>2 avec
Par densite des fonctions C?(F), il en decoule que chaque coefficient de τr0
est dans L
r
/(G), pour tout r'>2.
Compte tenu de 1'equivalence de π0 et de la representation quasi-reguliέre
de G sur L^K/M), nous avons prouve le:
Theoreme 7. Soit G un groupe de Lie semi-simple, de centre fini, non
compact, de rang rέel egal a un. Toute fonction /eL
r
(G) l<r<2, dέfinit par
convolution un endomorphisme bornέ sur L2(G).
II suffit de remarquer Γequivalence entre ce resultat et la proposition pre-
cedente etablie dans [1].
Ce travail a ete redige en meme temps que M. Cowling trouvait une preuve
du theoreme de convolution de Kunze-Stein pour les groupes de rang un.
Maintenant il a public une demonstration generate de ce theorέme voir
"Annals of Math., Vol. 107, 209-234, 1978." Mais la preuve que nous don-
nons ici permet d'obtenir le contrόle des coefficients de certaines representations
de la serie complementaire spherique, resultat que Γon ne peut obtenir par sa
methode.
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